Vectores.
Geometria Analitica




1. Los vectores y sus operaciones

* Un vector AB queda determinado por dos puntos,
punto A (origen) y punto B (extremo). B

e Las coordenadas de un vector son las coordenadas
del extremo menos las del origen AB=B-A

» Un vector también queda determinado por su A
modulo, su direccién y su sentido.

- Médulo: Es la distancia entre A y B

' B(x,.¥,)
(calcularlo) 5] - oy vm— 22

-Direccion: Es la direccion de la recta que
contiene al vector o de cualquier recta
paralela a ella. Axy¥y)
- Sentido: es el que va desde el origen A al
extremo B




Clases de Vectores

Vectores iguales o equipolentes Vectores equipolentes

Tienen el mismo moédulo, direcciéon y sentido

Vectores libres

El conjunto de todos los vectores equipolentes
entre si se llama vector libre. Es decir los vectores
libres tienen el mismo moddulo, direccién y
sentido.

Vector fijo

Un vector fijo es un representante del vector libre
con un punto origen determinado.

Vectores libres

2 \\\\\\
=

Vectores fijos



Clases de Vectores

Vectores opuestos

Tienen el mismo moédulo, direccién, y distinto

sentido. -
B =ity

U = (-, —u,)

Vectores unitarios

Vector unitario

Es un vector de mo6dulo 1

Para obtener un vector unitario, de la misma
direccidon y sentido que el vector dado se divide
éste por su modulo.

4

g =

_=1



Operaciones con vectores

Suma de vectores

€K_.»

Para sumar dos vectores libres “u” y “v” se
escogen como representantes dos vectores
tales que el extremo final de uno coincida con
el extremo origen del otro vector.

Para sumar dos vectores se suman sus
respectivas componentes.

Resta de vectores

«K__»

Para restar dos vectores libres “u” y “v” y se

suma “u” con el opuesto de “v”.

e

u=(u, ) v=_v,v,)

~v = (L, —vy, U, -v,)

-y

Suma de vectores

-

v

S
+
<y

—

U=, 4) v-= (v, v,)

U+v = (U, +v,, W, +v,)

Resta de vectores



Operaciones con vectores

Producto de un niimero por un vector

El producto de un niimero k por un vector “u” es otro vector:

B De igual direccion que el vector ;
- Del mismo sentido que el vector ; si k es positivo.

- De sentido contrario del vector ; si k es negativo.

« De médulo |k||x;| 3u

Las componentes del vector resultante se obtienen multiplicando por K
las componentes del vector.

—r

u=1 )

) fuag s Y= 1K -y, Koat)



Operaciones con vectores

Combinacion lineal de vectores

({3

Dados dos vectores “x” y “y” y dos niimeros a y b, al vector ax+by se le

€__» «K__»

llama combinacion lineal de “x” y “y”.

Ejercicios:

— -

Dados los vectores ; = (1, 2) e ;= (3, = 1), hallar el vector combinacion lineal ;= 2x +3y

El vector ;= (2, 1), ise puede expresar como combinacion lineal de los vectores ; =(3, _2) e ;=(1, 4)?

(2, )=a(3, -2)+b(1, 4)



Operaciones con vectores

Vectores linealmente dependientes

Varios vectores libres del plano se dice que son linealmente
dependientes si hay una combinacién lineal de ellos que es igual al
vector cero, sin que sean cero todos los coeficientes de la combinacion
lineal.

Ejempl(): Vl:(l,l)yv2=(2,2) al Vl +az VZ =0

En el plano, los vectores L.Dependientes son los vectores paralelos, es
decir, si sus componente son proporcionales



Operaciones con vectores

Vectores linealmente independientes

Varios vectores libres son linealmente independientes si una
combinacion lineal de ellos que es igual al vector cero implica que
todos los coeficientes de la combinacién lineal son cero.

Esto es lo mismo que decir que varios vectores libres son
linealmente independientes si ninguno de ellos puede ser escrito
como una combinacién lineal de los restantes. .y

En el plano, dos vectores L. Independientes son -t
dos vectores que no son paralelos, ni coincidentes | )\ | :;
i "o




Llamaremos base del conjunto de vectores del plano a dos vectores de
distinta direccion (es decir, L.Independientes).

Cualquier vector del plano se puede poner como combinacién lineal de
los vectores de una base de forma tnica.

¢Como calcular las coordenadas de un vector en una base?.

«K__» €__»

Dado un vector “v” y una base B(x,y), las coordenadas de “v” en esa
base resultan de resolver el sistema v=ax+by .

€K_.»

Las coordenadas de “v” seran (a,b)




Qué pares de los siguientes vectores forman una base:

u=(2,-3) v=(51)

w = (-4, 6)

Pista: No forman base los que sean proporcionales




Sean los vectores libres , = (2, 1), ¢ = (1, 4) y i = (5, 6). Determinar:

1. Si forman una base ; v w.

2. Expresar j como combinacién lineal de los de la base g4 = (2, 1), ¢ = (1, 4)




Base

Un vector 7 tiene de coordenadas (3, 5) en |la base candnica. éQué coordenadas tendra referido a |a base
a =1,2), g =(2, 1)



Sistema de Referencia

En el plano, un sistema de referencia esta constituido por un punto O del
plano y una base (5, , y).

El punto O del sistema de referencia se llama origen.

Los vectores ,, , ; no paralelos forman la base.




Producto Escalar de Vectores

El producto escalar de dos vectores es un numero real que resulta al

multiplicar el producto de sus modulos coseno del angulo que forman.

u-v:]u|-|v|-cosa

u=(3 0) v =(5, 5) v = 45°

u-v =




Producto Escalar de Vectores

Expresion analitica

Ejemplo

u=(3 0) v=(55)

u-v=



Producto Escalar de Vectores

Demostracion de la Expresion analitica

U-v=u,- v, +,V,

Demostracion usando x, y vectores que son base ortonormal

—

T-T=n1T4+9n7) (22T +97) =
)T -T)+ () (T 7))+ () (T -T)+ ()7 -7) =

= (7
( Io) 1+(1‘1yﬂ 0+(y11‘)) 0+(y1yo) l=
T2y + Y1 Yo




Producto Escalar de Vectores

Vectores ortogonales o perpendiculares

Dos vectores son ortogonales o perpendiculares si su

producto escalar es cero.
Vectores ortogonales

u-v=0 Y

u-v=0 -> cos(u,v)=0 -> El angulo es 90° v
& -
0 - X

Vectores ortonormales

Vectores ortonormales

Dos vectores son ortonormales si;

1. Su producto escalar es cero.

2a Los dos vectores son unitarios.



Producto Escalar de Vectores

<Como comprobar si dos vectores son perpendiculares?

u-v=0 Vv, +u, -V, =U

Ejemplo
u=(3 0) v =(5, 5



—————
Producto Escalar de Vectores

Calcular un vector ortogonal a otro

Dado un vector (a,b), el vector (-b,a) es ortogonal a él ya
que su producto escalar es cero.

Ejemplo: Calcula un vector ortogonal a (3,4).



Producto Escalar de Vectores

¢Como calcular el angulo que forman dos vectores?

U, -V, +u,.,

cos @=——>L 122
N TR TTE N VT

Ejemplo

L_Ar’=(3,r 0) 17=(5,5) COS & =



Producto Escalar de Vectores

Interpretacion geométrica del producto escalar

El producto de dos vectores no nulos es igual al modulo de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él.




Ejercicios

3 Dado el vector ¥ =(9,12). Calcula las

coordenadas de:

a) Un vector U unitario y de la misma direccion
que V.
b) Un vector w ortogonal a v y con el mismo

modulo.

c) Un vector X de mddulo 5 y ortogonal a v.




4 Dados u(3,n) y v(—2,m), calcula el valor de n y m

para que se cumpla:

a) |lul =5

-

b) U ortogonal a vy |u| = |V|

c) u forme 452 con el vector w(1,1)




EEEEEEEE————————=y
Ejercicio Propuesto
Dados los vectores a = (3,—2) y b=(7,4),

descomponer el vector b en suma de dos

— S

vectores, b = u + v, tales que:

* u sea paraleloa a.

* v sea perpendiculara a.

es paralelo a a, entonces: u = ka = (3k, —24)

SOLUCION: es perpendicular a a0 por tanto: v = h(2, 3) = (24, 35)

-

=u+v = (7,4) = 3k =2k) + (2h, 3h) = 3k + 2h, -2k + 3h)
7=3k+2h
4=-2F+3)

Los vectores buscados son u = (3, -2) y v = (4, 6).

Y <Y =Y

}, dedonde £=1; h=2

Igualando coordenadas: {



5 ¢ Cuales de los siguientes vectores forman

una base?
b) u(2,6) y v(2/3,2)




6 Inventa un vector paralelo y otro perpendicular a:

a)u(3,—1) b)u(-2,0) c) u(—4,—4)

7 Calcula “k” para que estos vectores sean

ortogonales:

a)u(6,k)yv(—1,3) b)u(5,-1)yv(k,2)




8. Halla “m” para que el vector 1(3, m) sea unitario.
9. Dado el vector u(—5, k), calcula “k” de modo que:

a) U sea ortogonal a v(4, —2).

b) El mddulo de u sea igual a V34




10. Halla un vector de moédulo 50 perpendicular

U(8,6).

11. Halla el dngulo que forman los vectores u(3,2) y

v(1,-5)




Algunos calculos...

Punto Medio de un Segmento

Las coordenadas del punto medio de un segmento son la semisuma de las
coordenadas de los extremos.
£ (xyY,)
Y,tY,

- AR Ve Sl 3 .
Y u1 5

Hallar las coordenadas del punto medio del segmento AB.

A(3,9) B(-1, 5) e




Algunos calculos...

Condicion para que 3 puntos estén alineados

Los puntos A (X3, Y1), B(xz2, y2) vy C(x3, yz) estan alineados siempre que los
vectores AJfj v A(C tengan la misma direccion. Esto ocurre cuando sus

coordenadas son proporcionales.

':\ (13~Y3)

X2 =%, =yz"y1
Re—Xp Ya—Vo

Calcular el valor de a para que los puntos estén alineados.

A(2,1) B4,2) C(6 a)

A (%5.¥4)



Algunos calculos...

Simétrico de un punto respecto a otro

Si A' es el simétrico de A respecto de M, entonces M es el punto medio del

segmento AA'. Por lo que se verificara igualdad: A

AM = MA'

Hallar el simétrico del punto A(7, 4) respecto de M(3, - 11). A




Algunos calculos...

Coordenadas del Baricentro

Baricentro o centro de gravedad de un triangulo es €l punto de interseccion
de sus medianas.

A .
Las coordenadas del baricentro son:

G[XitX +Xy Yi+V, +Y,

Dados los vértices de un triangulo A(-3, -2), B(7, 1) yv C(2, 7), hallar las coordenadas del baricentro.'



Algunos calculos...

Dividir un segmento en una relacion dada

Dividir un segmento AB en una relacion dada r es determinar un punto P de la recta que contiene al segmento
AB, de modo que las dos partes, PA y PB, estan en la relacién r:

éQué puntos P vy Q dividen al segmento de extremos A(-1, -3) y B(5, 6) en tres partes iguales?l

— 1_..
AP == AB AQ=2AP



Algunos calculos...

Ejercicios

« 3 Puntos alineados ->
Pag. 189 — Ej. resueltos 1,2,3 — Ej.Propuestos 2, 3

« Punto Medio, Simétrico, ... ->
Pag. 190. Ej. resueltos 1,2,3 — Ej. Propuestos 4

Se proponen los ejercicios Pag. 206 — 2,4,6



Ecuaciones de la recta

Ecuacion Vectorial

Fijado un sistema de referencia con origen en O, definimos una recta r como
el conjunto de los puntos del plano, alineados con un punto P y con una
direccion dada v .

_Pq:,.y,l

OX =0P +k -v

(X, ¥)=(X;, Y1) +K-(vy,V,)

Una recta pasa por el punto A(-1, 3) vy tiene un vector director v = (2,5).

Escribir su ecuacion vectorial.



Ecuaciones de la recta

Ecuacion Parameétrica

A partir de 1a ecuacdn vectonal

Reahzando las operacvones indicadas 54 obliene:

e X y)=(x,4k v, ¥y, +k v,)

La 1Qualdad d¢ vectlores $¢ desdobla en las dos 1Qualdades escalares:

x—x.ck v,

y=y,+k v,




Ecuaciones de la recta

Ecuacion Continua

St 4o 1as #uacionsds paramétntas doipeiamos ol parametro k.

Y s igualamos, queds:

X - X _V-V'




Ecuaciones de la recta

Ecuacion Punto-Pendiente

Pendiente dado el Sngulo

m=1qg «

Partiendo de 1a stuatedn ntin 13 res
ats do d s yees .0 “e ta Pendiente dadeo el vector director

- - m = .2
Al PR o v,
Y Vs

Pendiente dados dos puntos
Y guitando dencominadores:

(n-ZL-_y.L
Xy — X%y

(X =X} vy = (V- V1)V,

Y despelando:




Ecuaciones de la recta

Ecuacion General o Implicita

Partiendo de 13 scudtion contimua 1a recta

X=% y=¥,
vy Vs

AXx+By +C =0

Y qutando denominadores se obtiene:

(:': :':l) v, =(y ""c) vy

VaX = VX, =V -V, Si el vector director de la recta es

v(vi,v2), entonces n(A,B) es un
vector perpendicular a v ya que
V-n=0

Traspomendo terminos:




Ecuaciones de la recta

Ecuacion Explicita

St en la ecuacion gemeral de la recta:

Ax +8By +C =0

despejamos y. se obtiene 13 ecuacion explicita de la recta:

Un vector de la recta sera
v «mx +b (1,m)

t! coeficiente de la x s la peadiente, m,

El término independiente, b, se lHama ordenada en ¢l origen de wna recta,
siendo (O, b) el pente de corte con el eje OY



Ecuaciones de la recta

Ejercicios

12. Escribe todas las ecuaciones de la recta que
pasa por los puntos A(2,1) y B(-3,6).
13. Obtener la ecuacion implicita de la recta a

x=1-—2t

partir de la Ec. Paramétrica {y _c 43¢




Ecuaciones de la recta

14. Obtener la Ec. Paramétricas de la recta a

partir de la recta y=2x+1.

15. Obtener las ecuaciones Parameétricas e

;e X
Implicita de la recta - = %




Ecuaciones de la recta

16. Halla las ecuaciones Paramétricas, Continua, Explicita e Implicita
que pasa por:
a) A(-2,-2), B(4,4) b) A(3,0) y B(0,4)
17. Dada la recta r: 3x-4y+5=0.
a) Obtén 2 puntos Py Q de la recta.
b) Comprueba si el vector PQ es perpendicular a (3,-4)
c) Escribe la recta en forma paramétrica.

d) Escribe su ecuacion explicita y comprueba que el vector (1,m) es

paralelo al vector PQ.



Paralelismo y Perpendicularidad

Dos rectas paralelas de vectores directores u(ui,u2) y v(vi,v2)

u, v, A, A
e, S i | D mr — m’_
H: V5 0 D,
r=Ax+By+(C=0
Ss=Ax+By+k=0
Dos rectas r y s perpendiculares
rls o
Vr'V.f:O t"_("B,A) m’.:_ 1
Vig = (A, B) mr

r=Ax+8By+€=0
§s=-Bx+Ay+k =0



Ecuaciones de la recta

x =2+ 3t

y=3-2¢" a) Halla una recta

18. Dada larectar: {

paralela que pase por P(3,5), b) Halla una recta
perpendicular pase por P(3,5).

19. Dada la recta r: 2x-4y+5=0. a) Halla una recta en forma
paramétrica perpendicular a r y que pasa por P(-1,2), b)

Halla una recta en forma explicita que sea paralelaary

que pase por P(0,0).




Ecuaciones de la recta

x—2 —1 . ,
21. Dada la recta — = yT . Indica cual de estas rectas es

paralela a ella:
a) 2x+5y-4=0 b) 2x-5y+1=0  ¢)5x+2y=0
d) y=-5/2x+1 e) y=2/5x-3

22. Dada la recta x-2y+4=0, indica cual de estas rectas es

perpendicular a ella: a) y=2x+1 b) y=-2x+3 c)y=x/2

q x=2+t x=1-2t
Ny =3-2¢ Ny=7+t




Ecuaciones de la recta

x=2+4t

23. Dadar:{y=3_2t.

a) Halla una recta en forma Continua que sea perpendicularary

qgue pase por P(2,3).

b) Halla una recta en forma implicita que sea paralela ary pase

por P(0,3).

c) Halla una recta en forma explicita que sea perpendicularary

pase por P(-4,0).




Posicion relativa de dos rectas

En forma General Si % B g = g , las rectas paralelas'

r=Ax+8By +C=0
s=Ax+By+k =0

A

: B
Si E = g, las rectas son secantes, se cortan en un punto.'

sy~ 5

Je-dyn 4




Posicion relativa de dos rectas

En forma Parameétrica

«K_»

Dos rectas en ecuaciones paramétricas. Igualamos las “x” y las “y” y resolvemos
el sistema que queda con la letras “k” y “t.”

X=X +K -V, X=X +t-V,

y =y, +k v, y=y,+t-Vv,

Si tiene una solucion se cortan, si no tiene solucion seran paralelas y si tiene
infinitas soluciones seran coincidentes.




Angulo entre dos rectas

Vectores Directores de las rectas Pendientes de las rectas

Iul'Vl +U2'Vz| | m

e —— e P——— I a=
2 2 2 2
Jul +Uu, -,,/vl +V, 1+m, -m,

COs a@=

Demostracion:

tg(6,) —tg(6;)

tg(B1) =tg(6, — 6;) = 1+1tg(6,) -tg(6,)

ml —m2
1+ml-m2

tg(B1) =




Angulo entre dos rectas

Calcular el angulo que forman las rectas r vy s, sabiendo

gque sus vectores directores son: 4= (-2, 1) vy ;=(2, -3).

AN 3 —7
(-2,1)-(2, )|=_| | =0.868 a=29° 44

J5 13 65

Dadas las rectas r=3x + y -1=0ys =2Xx + my - 8 = 0,
determinar m para que formen un angulo de 45°,

COS &X =

V2

Cc0s45° =
2

v,=(-1,3) v, =(-m, 2)

by vy U, | -1-{-my+3-2
COS @ = “222:>\E= (-m)

\,Ulz +uy° '\/Vlz +V, 2 A+9.m+4



Distancia entre dos puntos

D= M(@) = % -10)2+ 2 ')'cl)2



Distancia entre un punto y una recta

La distancia de un punto a una recta es la longitud del
segmento perpendicular a la recta, trazada desde el punto.

diP,r) = }ﬁ?

|A-p, +B - p, +C|

N A? + B?

’ dP,r)=




Distancia entre un punto y una recta

DEMOSTRACION
l)-dl‘KQ) ax+by+co0 e .‘...!
g . Recta Perpendicular

y-y ﬂ_.(8~ ‘-?)

'

y - Yo " ;-(x - 2a)

J(".’o"b(""o’
av —ay, = bx - bx,

e
d- hn ' ay,




Distancia entre un punto y una recta

ax+ b y+ 0= 0 Resolvemos el sistema
b’t—ay+d:0 Q(xl’yl)
Hacemos la distancia [Q(— ‘i”f, d”’f) ]
ad'+b T at b )
entre los dos puntos: ' | |
bd ad-be
Q(xl'yl):g(~x2+ 7 2 :.)
a+b a+b
ac + bd ' (ad -bc A"
i Al b i) +[a’+bJ -,)'GJ




Distancia entre un punto y una recta

Sustituyendo por la siguiente expresiony
haciendo cuentas obtenemos el resultado




Distancia entre dos rectas

La distancia de un punto cualquiera de una de
las rectas a la otra.



Ecuaciones de la recta

24. Calcula el angulo que forman

- xX=2+t 3_;x=1+3t
T ly=3-2tY " |y=4-2¢

b) r: 2x+3y-10=0, s: 3x-4y+4=0

C) r: y=4x-1 y s:y=-2x+3




Ecuaciones de la recta

25. Calcula “k” de modo que la distancia entre los puntos

A(3,k) y B(4,-3) sea 2.
26. Halla la distancia de O(0,0) y P(-2,3) a las rectas:

x=24+t

a) 3x-4y+5=0 b) 3x-4=0 c) {y —3_9t

27. Halla la distancia entre:

. 1ox _ oy Jx=2+t
a) r:y=-2/3x+1, s: = b)r‘{y=3—2t’

. S: 2x+y-5=0




Haz de rectas de centro P

Es el conjunto de rectas que pasan por el punto P

~ HAZ DE CUCHARAS



Haz de rectas de centro P

Ecuacion dado el punto P(x1,y1)

Expresion Analitica del Haz Expresion en funcion de la pendiente
a(x—x,)+ By -y,)=0 | y -y =m(x-x)|

Ecuacion dadas dos rectas del haz

a(AX +By +C)+ 8(AX +B'y +C) =0 '



Haz de rectas de centro P

Ejercicio:

Hallar |la ecuacion de |la recta que pasa por el origen

y pertenece al haz de rectas de vertice P(2,, -1). |
Calculamos la ecuacion del haz y sustituimos en ella el punto (0,0)
obteniendo

a(-2)+81=0 8=2a
Sustituyendo esa relacidon en la ecuacién del haz tendremos

a(x -2)+2a(y +1) =0 wm  x-2+2y+2-0

x+2y=0'



Haz de rectas de centro P

Ejercicio:

Dadas las rectas: r = 3x + vy - 11 = 0 y s = x + 2y - 7 = 0. Calcular el rayo del haz

determinado por ellas, que pasa porel punto A(-1, 2) v el vértice de haz. ’

Calculamos el vértice del haz resolviendo el sistema que determinan las
dos rectas:

{3x+y—11=0 B(3,2)

X =

Después calculamos la recta que une A y P.



