


Estandares - Examen

B2.C2.1. Entiende los n2 complejos como ampliacion de los n®
reales. Sabe resolver ecuaciones de 22 grado sin solucion real.

B2.C2.2. Operaciones con n2 complejos y féormula de De Moivre
para potencias (Ex - MAT)

B2.C2.3. Representa graficamente numeros complejos en forma
bindmica y polar




1. INTRODUCCION

L os algebristas de los siglos xv y xvi, al resolver ecuaciones de se-

gundo grado del tipo x* — 4x + 13 = 0 vy llegar a la expresion
4 £ V=36 ) : )

X = 5 , decian: No es posible extraer la raiz cuadrada de un

namero negativo. Por tanto, la ecuacion no tiene solucion.

Pero en algun momento los algebristas se decidieron a operar con
estas expresiones como si se tratara de nimeros reales:

4+V-36 4+V36V-1 4+6-V1 N or
) = 2 - 2 kR 2 T




1. INTRODUCCION

Leibnitz, en el siglo xvi1, decia que V-1 es una especie de anfibio en-
tre el ser y la nada.

Fue en el ano 1777 cuando Euler le dio a ¥-1 el nombre de i (por
imaginario).

A pesar de que los nimeros complejos (del tipo 4 + bi, siendo «
y b nimeros reales) se podian manipular algebraicamente con toda
solvencia, estos fueron menospreciados y no habia expectativas de que
pudieran echar raices en ¢l serio campo de las matemaricas.

Todo cambié cuando, a comienzos del siglo x1x, Gauss concibié la ma-

nera de representarlos grificamente y de interpretar geométricamente

sus operaciones (). A partir de entonces fueron aceptados sin reservas
r todos.




1. INTRODUCCION
e i=v-1 [ aas ® ey
*N°Complejo: a+bi con a ; -
parte real y b parte | :
° ° ° r— . —_— — 4
Imaginaria o [ e —
* Se llama n° imaginarios Sed 5_ 3,
. )

puros a los complejos |
que no tienen parte real SABNAEES NS
* Complejo opuesto oe0, bty

-a-bi ¥

* Complejo conjugado \ A
a-bi l




1. INTRODUCCION

X se llama eje real, vy ¢l Y, eje imaginario. El nimero complejo
a+ bi se representa mediante el punto (a, b), que se llama su afijo, o
mediante un vector (flecha) de origen (0, 0) y extremo (&, b).

1 Los nimeros complejos se representan en unos ejes cartesianos. El eje
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EJERCICIOS
1.Hallar x e y para que se cumpla que
2+Xi=y-3l.
2.0btener las soluciones complejas de la
ecuacion z2-4z+13=0.

3.Calcula i?, i3, i4, i>, i°,... . éVes que se repite
algo ciclicamente?. Calcula it



EJERCICIOS

4. Comprobar que 2+3iy 2-3i son
soluciones de z%>-4z+13=0.




EJERCICIO PROPUESTO

Indica cual de estas afirmaciones es verdadera o falsa, justificando tu respuesta:
a) El ndmero 2 es un numero real y no es complejo.

b) Cualguier nimero complejo de la forma a+bi no es real para a,beR.
c) Para que a+bi sea imaginario a tiene que ser 0.

d) Para a+bi sea real es necesario que b=0.

e) El ndmero 3+3i es imaginario puro.

f) El numero 3 no tiene conjugado.
g) Si un numero complejo coincide con su conjugado, entonces es un n? real.
h) Si un nimero complejo coincide con su opuesto, entonces el nimero es 0.

i) Si el opuesto de un niumero complejo coincide con su conjugado, entonces

es imaginario puro.




2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLE]JOS
@ D

\ 4

Habia una vez un chico que empezaba a estudiar en la
Universidad y tenia un amigo con el que almorzaba
todos los dias. A las 11 de la mafiana el amigo asistia a
las clases de sociologia, materia que él se negaba
terminantemente a cursar, y a esa hora €l asistia a la clase
de andlisis matematico, materia que el amigo se negaba
categoricamente a cursar... asi que se separaban a las
once y se volvian a encontrar a las doce.




2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Sucedia que el profesor de sociologia era un erudito a
quien le gustaba hacer las cosas a lo grande y seguir
exponiendo cuando su hora ya se habia terminado. Los
estudiantes mas devotos lo escuchaban exponer
pomposamente durante otros quince minutos.

Un dia, una vez terminada la clase de analisis el chico
tuvo que entrar en el aula de sociologia y esperar a que
terminara su sesion. El profesor estaba anotando en el
pizarron su clasificacion de la humanidad en dos grupos:
los misticos y los realistas; y entre los misticos habia
incluido a los matematicos junto con los poetas y los
te6logos.




2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

El profesor dijo “los matematicos son misticos porque
creen en nimeros que no tienen realidad".

Normalmente, al no pertenecer al curso, yo me sentaba
en un rincon y soportaba todo, entre aburrido y
silencioso, pero al oir eso me paré convulsionado y dije:
";Qué numeros?".

El profesor mir6 hacia donde yo estaba y dijo: "La raiz
cuadrada de menos uno. No tiene existencia. Los
matematicos lo llaman imaginario. Pero de alguna
manera mistica creen que tiene alguna clase de
existencia".




2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

No hay nada de mistico en ello", dijo el chico. "La raiz
cuadrada de menos uno es tan real como cualquier otro
namero."

El profesor sonri6, creyendo encontrarse delante de un
muchacho listo que le permitiria demostrar la
superioridad de su intelecto y dijo "Aqui tenemos un
joven matematico que desea demostrar la realidad de la
raiz cuadrada de menos uno. Adelante, joven jalcanceme
usted un trozo de tiza equivalente a la raiz cuadrada de
menos uno!"

El chico se puso colorado: "Bueno, espere un momento..."




2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

El chico dijo: “Vale, yo le daré un pedazo de tiza
equivalente a la raiz cuadrada de menos uno si usted
primero me da un pedazo de tiza que valga un medio".

El profesor sonrié de nuevo y dijo "muy bien", partié6 un
trozo de tiza nueva en dos partes y me alcanz6 una de
ellas. "Ahora le toca cumplir su  parte".

"Ah no, espere", dijo el chico "usted no ha cumplido su
parte. Esto que me dio es un trozo de tiza, y no medio
trozo". Lo sostuvo bien alto para que los otros lo vieran.




2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Aunque yo aceptara su definicién arbitraria de medio
trozo, ;jesta usted dispuesto a sostener que este trozo de
tiza equivale a un medio y no a 0,48 o a 0,52? ;Y se cree
usted realmente calificado para discutir la raiz cuadrada
de menos uno, cuando no tiene muy claro el significado
de un medio?”

En muchas mediciones habituales intervienen
"magnitudes escalares", las que s6lo difieren en moédulo:
un volumen, un peso, una deuda, ... Para todas estas
mediciones son suficientes los nimeros reales, ya sean
positivos o negativos.



2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Pero también existen las "magnitudes vectoriales" que
poseen modulo y direccién, por ejemplo, velocidad,
aceleraciones, fuerzas, ... Para trabajar mateméaticamente
con estas magnitudes vectoriales son necesarios los
nameros complejos, porque estos nameros poseen
modulo y direccion.

Ahora bien, cuando usted me pidi6 "la raiz cuadrada de
menos uno en trozos de tiza", se referia a que
representara un fendmeno vectorial mediante un
fendmeno escalar para cuya descripcion son suficientes
los ntimeros reales.



2. APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Si usted me hubiera preguntado cémo llegar desde su
aula hasta un punto cualquiera de la Universidad es muy
probable que se habria enojado si yo le hubiese dicho:
"Camine doscientos metros". Me habria preguntado con
aspereza: ";En qué direccion?". Como podra ver, se trata
de una magnitud vectorial para cuya descripcion los
nameros reales son insuficientes.

Pero a esa altura el profesor ya habia perdido por
completo su ecuanimidad y su argumento final fue
incontestable. Dijo: "jVayase inmediatamente de aqui!"

El chico se fue riendo y a partir de entonces esper6 a su
amigo en el pasillo.
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;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Ingenieria Electronica

seres de ondas de Founer

Series de Fourier
z=re" i \j\,\/\ 'f@e

f@ = °+Z[a cos(n @, £)+b, senln @, t)]

Nl

e; ro,t +e -yt ej-x-o,vr _e—jqo,-t
& sen(n @, t)=

‘@,t)=
cos(n @, ' t) 5 2

ej~x-o.—: . e—ju-a.-: eﬂw.o: - e-j~no.—t

f® = z . by

el




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Redes Eléctricas

Los ntimeros complejos
nos dan la fase y la
amplitud e intervienen
en el tratamiento de

féormulas que rigen las
resistencias, capacidades
e inductores




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Los numeros complejos se relacionan con las
funciones seno y coseno (a+bi=rcosa+rsena i)

Por tanto, los numeros
complejos intervienen en
relaciones de la vida real

donde hay periodicidad.




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Vibraciones mecanicas




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Vibraciones acusticas

LS.



;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Vibraciones terremotos




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Vibraciones electromagnéticas




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Formla de Euler e’[/ T + 1 —_ 0

iLos nameros
complejos
despiertan pasiones!



;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Formula de Euler

“Esta identidad se puede utilizar
o para obtener coordenadas con unos
4 1’ E calculos ridiculos y una precision
“\.4.;.._ = gsombrosa sin necesidad de calcular

- —

P NS senos y cosenos... fue el primer

v/ = 40

paso (o uno de los primeros) para
los sistemas GPS y GPRS que

utilizan las coordenadas polares
para determinar la posicion del

17T + 1 — 0 dispositivo y permitir su
e - comunicacion.”




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Formula de Euler “Se utiliza en el teléfono
celular, meteorologia,
aviones, barcos,
sistemas anti robo y
todo lo que use el
sistema de
posicionamiento

global.”




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Aerodinamica




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Estudio de cargas




;Donde aparecen los nameros complejos en la vida real?

Conclusion:

“Los ntimeros complejos existen y

aunque son imaginarios si los
buscdis los encontraréis entre

nosotros...”



Video Numeros Complejos (Canal Derivando)




EJERCICIOS

5. Obtén un polinomio cuyas
soluciones sean 31 y -3i.




EJERCICIOS

6. Obtén las soluciones reales y
complejas de la ecuacion x°=-8 .




2. OPERACIONES CON N° COMPLEJOS

Suma: (d*bi)o(coli)-(aoc)+(601)i
Resta: (@ + bi) = (c+ i)« (a- o)+ (b=d)i

Multiplicacion: (¢+bi)'(c+di)-(a'-u)+(d4 be)i
El producto de un nimero complejo, ¢ + di, por su conjugs
do, ¢— di, essiempre un niimero real:

(c+di)-(t-di)-¢1-aﬁ¢dl+ﬁ-rzﬁdz

Divisién: 4401 Y (a+bi)lc—di) acebd  bc-ad;
o hom (crdi)lc—di) FPodf g o s d




EJERCICIOS

7. Calcula:

2+31
a) (6-3i)-(3-i)-3(4-2i) b) (2-4i)-(3-5i) c) o
5+101 2—1
8. Comprueba que -4+ — = =2
3—41 l

O. Representa graficamente z,=3+2i, z,=2+5iy z,+z, .
Comprueba que z,+z, es la diagonal de un

paralelogramo de lados z, y z, .




EJERCICIOS

10. ¢ Cuanto debe valer “x

Imaginario puro.
11. Calculaay b de fo

12. Calcula el valor de
Imaginario puro.

13. Calcula el valor de
numero real.

o, _,n

para que (4-xi)2 sea

rma que (a+bi)2=6+8i
“a” para que (2a-3i)? sea

(l ’”

para que (2-4i)(5+xi) sea un

14. Halla dos numeros complejos conjugados sabiendo

gue su suma es 8 y la suma de sus modulos es 10.




3. N° COMPLEJOS EN FORMA POLAR

diante el que dicho mimero se representa. Se designa pos |z}

o Argumento de un complejo z, z# 0, es el dnguio que forma el
vector con ¢l eje real. Se designa por ang (2

o Si |z| = r yamg (2) = a o nimero complejo se puede designas asi

- -
- ’a

1 o Médulo de un nimero complejo z es la longitud del vector me-




3. N° COMPLEJOS EN FORMA POLAR
Paso de forma binémica a forma polar

1 Si conocemos un nimero complejo 2 = a + bi en forma binGmica, las
siguientes relaciones, que son muy claras, permiten pasarlo a Ja forma
pola:. e

r= |z| =Vai+ b? ma--z-




3. N° COMPLEJOS EN FORMA POLAR

15. Pasar a forma polar los numeros

complejos z,=-2+2/3i, z,=-2 , z,= 2i.




.

3. N° COMPLEJOS EN FORMA POLAR

Paso do la forma polar a lo forma binédmica

N Conocemos un almens complelo &= r. en forma polar, as -
Fulentes relaciones permiten pasardo 3 formsa bandenica

a=rosa b= rama
Segun estas igualdades, ¢ nimero compleio pucde ponerse asi
S rirsmali=ricis o » 1)

Esta expresiin. 2= rlasa + (sen @), s llanw forma trigonomé.
trica y sirve pars pasar de forma polar 2 forma bindmikea




3. N° COMPLEJOS EN FORMA POLAR

16. Pasar a forma bindmica los
numeros complejos:

Z1=35550 , ;=40

/

- ‘ o
()~

:
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<
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EJERCICIOS
17. Escribe en forma polar los siguientes
numeros complejos:

a)5-12i ,b)V3+i,c)1—1i,d)3+4i,e)-4i

18. Escribe en forma bindmica los
siguientes numeros complejos:

a) 21500, b) 3300, €) 41500, d) Sgge , €) 62400




4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

PRODUCTO:

ra -r’D-(r 'r')a+p

o= r(cosa+ isena) - r'(cos B+ isen ) =
-r r’l(cuso. cos B — sen o sen B) + i (sen o cos [ + cos a sen B)I -

=r ricos@+P) +isen(a+ Pl =0 rdy . g

POTENCIAS

COCIENTE:




4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

Formula de Moivre

COS @ +isen )™ = cos oL + 1 sen uu'

“COS "L *+ | st

(s + fsen )™ = | 1.1'” = ]
g

Dados los complejos
214600 ¥ 2= 3 100>

ballar:

~




4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

19. Dados los complejos z,=4¢4. Y Z,=3 1400

Calcula: a) z;-z,, b) z,°, ¢) z,*, d) z,/z,




4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

20. Comprueba que (1+i)1°=256

30
21. Calcula (% + \/?g i)

a0 =P

N




4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

RAIZ N-ESIMA DE UN N° COMPLEJO

La raiz mésima de un nimero complejo Rﬂ ticne un mddulo

r=R yunagumento o = 'ﬁ
4

Un nimere complejo, Ry, tene n raices n-ésimas. Todas ellas tie-
- "
nen el mismo médulo r = VR, Sus argumentos son:

@, - P Q,=£+5600 --p-+%0“'2‘

. , Oy
11 s N " M "
36
g Ol ' -B— $ e vlnn—-1)
] N

Para n > 2, los afijos de estas n  raices son los vértices de un
n-agono regular con centro en ¢l origen.



4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

22. Representa las raices cubicas de 4i.

23. Resuelve z% + (% + \/3—5 l) 0




